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(写在前面: 本文的 Markdown 版本由计算机程序自动生成并投稿. 因此可能会有
错误. 这系列是《具体数学》浅显的阅读笔记. )

§1 和式及其基本操作

要使得求和便于书写和分析, 我们最好 (跟随傅里叶) 引入如下的记号:
∑

.

1.1. 和式与求和记号.

定义 1.1 (求和记号
∑

). 对于一个可数的集合 S = {a1, a2, · · · , an}, 求和实际上是将
这个集合的每一个元素在某一个函数 f : S → X 作用之后, 把对应的值相加. 记作∑

i∈S f(i); 表示 f (a1) + f (a2) + f (a3) + · · ·+ f (an) + · · · .

例子 1.1. 考虑 ∑
1≤k≤n

ak = a1 + a2 + · · ·+ an.∑
1≤k≤100
k odd

k2 =
∑

0≤k≤49

(2k + 1)2.

a) 换元法 如果将
∑

i∈S f(i) 换为
∑

k∈S f(k) , 求和的表示内容将不变. 这是因为仅仅
是 “当前 S 中的代表” 用来表示的字母不同, 从而肯定不会影响整个映射 f 所表达的意

思.

例子 1.2. 考虑 ∑
1≤k≤n

ak
k代换为s+1

∑
1≤s+1≤n

as+1
s代换为k

∑
1≤k+1≤n

ak+1

注: 有时候
∑

a≤i≤b f(i) 也写作
∑b

i=a f(i). 但是看到这样一来, 变量代换之后就得到
了

n∑
i=1

ai
k代为k+1

n−1∑
i=0

ai+1

更易于出错.
此外, 我们用 k := k + 1 来表示把 k 代为 k + 1. 最后, 数列可以看做特殊的函数.

实际上书写 ak 实际上就相当于 f(k).

b) 求和的性质 尽管我们可以对可数无限个元素进行求和操作, 但是, 那样的数列我们
在高等数学的级数部分就已经学过了. 这里先讨论有限项求和的情形.

定理 1.1. 设 K 是某一有限个正整数的集合, 我们有如下的三条规则:
• 常数项进出求和记号: ∑

k∈k

cf(k) = c
∑
k∈k

f(k);

• 求和记号的拆分: ∑
k∈K

f(k)g(k) =
∑
k∈K

f(k) +
∑
k∈K

g(k);
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• 若 p(k) 应用于 K 中的每一个元素之后组成的集合依然是 K 的一个排列, 那么∑
k∈K

f(k) =
∑

p(k)∈K

f(p(k)).

上述定理的证明可以直接由定义得到.

例子 1.3. 如 K = {−1, 0, 1}, p(k) = −k, 由于 p(−1) = 1, p(0) = 0,p(1) = −1, p 对 k 中

每一个元素构成集合为 {−1, 0, 1} = K.

例子 1.4 (等差数列求和). 求
S =

∑
0≤k≤n

(a+ bk)

的值.
考虑

S2 =
∑

0≤k≤n

(a+ bk)

k:=n−k
∑

0≤n−k≤n

(a+ b(n− k)) =
∑

0≤k≤n

(a+ bn− bk)

令 S + S2 得

S + S2 = 2S =
∑

0≤k≤n

(a+ bk) +
∑

0≤k≤n

(a+ bn− bk)

=
∑

0≤k≤n

(2a+ bn) = (2a+ bn)
∑

0≤k≤n

1 = (2a+ bn)(n+ 1)

那

S =
(n+ 1)(2a+ bn)

2
.

1.2. Iverson 括号.

定义 1.2 (Iverson 括号). 假设 P 是一个命题, 定义

[P ] =

{
1, 命题P为真

0, 命题P为假

这样的记号便于优化很复杂的求和操作, 并且可以把求和符号的下标转换为命题之
间的操作.

例子 1.5. 求和式
∑

0≤k≤n k 可被改为
∑

k k[0 ≤ k ≤ n].
如果 k 未指定限定条件, 我们认为 k ∈ Z. 也就是说上述式子

∑
k

k[0 ≤ k ≤ n] = · · ·+ (−3 · 0) + (−2 · 0) + (−1 · 0) + (0 · 0) + (1 · 1) + (2 · 1) + · · ·+ (n · 1)

=(0 · 1) + (1 · 1) + · · ·+ (n · 1)
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例子 1.6. 如果 K 与 K ′ 是两个整数集合, 那么 ∀k,

[k ∈ K] + [k ∈ K ′] = [k ∈ (K ∩K ′)] + [k ∈ (K ∪K ′)]

由此可以导出对应的和式∑
k∈k

ak +
∑
k∈k′

ak =
∑

k∈k∩k′

ak +
∑

k∈kUk′

ak

这是一个很有用的命题. 下面我们会看到它的用途.

命题 1.2. [k ∈ K] + [k ∈ K ′] = [k ∈ (K ∩K ′)] + [k ∈ (K ∪K ′)] 对 k, k′ 为可数集, ∀k.

1.3. 常见的求和方法.

a) 成套方法 这个方法类似于在解答微分方程的时候, 首先求解特解, 然后求解通解.
在这里我们不再赘述.

b) 扰动法 要计算 Sn =
∑

0≤k≤n ak, 可以有两种方法改写

命题 1.3. 扰动法是指

Sn + an+1 =
∑

0≤k≤n+1

ak = a0 +
∑

1≤k≤n+1

ak

k:=k+1
a0 +

∑
1≤k+1≤n+1

ak

= a0 +
∑

0≤k≤n

ak

例子 1.7. 用上述的方法计算等比数列. Sn =
∑

0≤k≤n ax
k.

Sn + axn+1 = ax0 +
∑

0≤k≤n

axk+1

= ax0 + x
∑

0≤k≤n

axk

= ax0 + xSn

对于 x ̸= 1, 有

Sn =
n∑

k ̸=1

axk =
a− axn+1

1− x

例子 1.8 (等差数列乘等比数列). 计算

Sn =
∑

0≤k≤n

k · 2k.
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按照上面的方法,

Sn + (n+ 1)2n+1 = 0 +
∑

0≤k≤n

(k + 1)2k+1

= 0 +
∑

0≤k≤n

k · 2k+1 +
∑

0≤k≤n

2k+1

= 2Sn + 2n+2 − 2

解出 Sn, 就是

Sn =
∑

0≤k≤n

k2k = (n− 1)2n+1 + 2.

例子 1.9. 从上面的推导中, 我们知道
∑n

k=0 x
k = 1−xn−1

1−x
, 两边对 x 求导, 就有

n∑
k=0

kxk−1 =
(1− x) (−(n+ 1)xn) + 1− xn+1

(1− x2)

=
1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
.

同样也可以得到上一式子的结果.

c) 求和因子

例子 1.10. 由递推关系
T0 = 0

Tn = 2Tn−1 + 1

倘若两端同时除以 2n, 就得到

T0/2
0 = 0

Tn/2
n = Tn−1/2

n−1 + 1/2n

令 S = Tn/2
n , 得

{
S0 = 0

Sn = Sn−1 + 2−n
, 即 Sn =

∑n
k=1 2

−k , 为一等比数列.

对于更为一般的式子, 如 anTn = bnTn−1 + cn, 可变为 Sn = Sn−1 + Sncn 的形式.
1◦ 方法: 使两边同时乘以求和因子 Sn:

snanTn︸ ︷︷ ︸
:=Sn

= SnbnTn−1︸ ︷︷ ︸
必须得是Sn−1=Sn−1an−1Tn−1

+Sncn

由此 Sn = S0a0 · T0 +
∑n

k=1 Skck = S1b1T0 +
∑n

k=1 Skck , 那么

Tn =
1

Snan

(
S1b1T0 +

n∑
k=1

Skck

)
.
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2◦ 寻找 Sn 的方法: 由于上式要满足 SnbnTn−1 = Sn−1an−1Tn−1, 代入展开, 有

sn =
sn−1an−1

bn

=
sn−2an−1an−2

bnbn−1

= · · ·

=
an−1an−2 · · · a1
bnbn−1 · · · b2

.

因此我们就这样找到了求和因子.

例子 1.11. 解由快速排序带来的递归式:

C0 = 0

Cn = n+ 1 +
2

n

n−1∑
k=0

Ck , n > 0.

将 Cn 两侧同乘以 n, 得

nCn = n2 + n+ 2
n−1∑
k=0

Ck (n > 0).

令 n := n− 1, 有

(n− 1)Cn−1 = (n− 1)2 + (n− 1) + 2
n−2∑
k=0

ck.

上面两式相减, 有 nCn − (n− 1)Cn−1 = 2n+ 2Cn−1, 即

C0 = 0

nCn = (n+ 1)Cn−1 + 2n.

将上述 an = n, bn = n+ 1, cn = 2n, 得 s = (n−1)···1
(n+1)···3 = 2

n(n+1)
.

得

Cn = 2(n+ 1)
n∑

k=1

1

k + 1
= 2(n+ 1)Hn+1.
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§2 多重和式

2.1. 引例与启发性讨论. 考虑∑
1⩽j,k⩽3

ajbk =a1b1 + a1b2 + a1b3

+ a1b1 + a2b2 + a2b3

+ a3b1 + a3b2 + a3b3.

其中 j, k 是两个指标.
如果 P (j, k) 是关于 j, k 的性质, 那么

∑
P (j,k) aj,k =

∑
aj,k[P (j, k)], 有时候也写作∑

j (
∑

k aj,k[P (j, k)]), 可以简写做作
∑

j

∑
k aj,k[P (j, k)].

命题 2.1. 如果 k 的表示不依赖于 j 的话, 那么∑
j

∑
k

aj,k[P (i, k)] =
∑
k

∑
j

aj,k[P (j, k)]

例子 2.1. 上述的考量最简单的情形如下:∑
1⩽j⩽2

∑
1⩽k⩽2

aj,k = a1,1 + a1,2 + a2,1 + a2,2

= a2,1 + a2,1 + a1,2 + a2,2 =
∑

1⩽k⩽2

∑
1⩽j⩽2

aj,k.

命题 2.2 (一般分配率). 对于任意的整数集合 J,K 有

∑
j∈J
k∈K

ajbk =

(∑
j∈J

aj

)(∑
k∈K

bk

)
.

注: 这里 J 和 K 集合要不依赖对方就能确定. 例如,

n∑
i=1

m∑
j=i

f(i, j)

就无法使用这个方式.
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Proof. 我们可以考虑(∑
j∈J

aj

)(∑
k∈k

bk

)
=
∑
j

aj [j ∈ J ]
∑
k∈k

bk[k ∈ K]

=
∑
j

aj [j ∈ J ]

(∑
k

bk[k ∈ k]

)
j∓k 独立 ∑

j

∑
k

ajbk[j ∈ J ][k ∈ k]

=
∑
j

∑
k

ajbk[j ∈ J, k ∈ K].

例子 2.2. 例如, ∑
1⩽j,k⩽3

ajbk =

(
3∑

j=1

aj

)(
3∑

k=1

bk

)

请再次注意这里的 k的取值构成何种集合与 j无关. 与这个例子相对,
∑n

i=1

∑m
j=i f(i, j)

就不适用这个规则. 因为 i ≤ j ≤ m 表示什么集合与 i 的值有关.

下面我们来看相互依赖的集合的情形.

命题 2.3. 对于依赖于 j 取值的集合 K(j), j ∈ J , 可以按照如下的方式进行交换求和记
号, ∑

j∈J

∑
k∈K(j)

aj,k =
∑
k∈K′

∑
j∈J ′(k)

aj,k

满足 [j ∈ J ][k ∈ K(j)] = [k ∈ K ′] [j ∈ J ′(k)].

注: 可以把这个与交换二重积分次序相联系起来. 例如对于区域 D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ x 的区域积分, 可以写作∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ x

0

f(x, y)dy (从下向上)

=

∫ 1

0

dy

∫ 1

x

f(x, y)dx. (从左向右)

命题中表述的事实是保证每个元素都计算了且仅仅被计算了一次.

推论 2.4. 类似上面举例的二重积分更换 x, y, 有

[1 ⩽ j ⩽ n][1 ⩽ k ⩽ n] = [1 ⩽ j ⩽ k ⩽ n]

= [1 ⩽ k ⩽ n][1 ⩽ j ⩽ k]
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例子 2.3. 根据上述推论,

n∑
j=1

n∑
k=j

aj,k =
∑

1⩽j⩽k⩽n

aj,k =
n∑

k=1

k∑
j=1

aj,k.

例子 2.4. 给出矩阵 
a1a1 a1a2 · · · a1an

a2a1
... . . .

ana1 anan


求

S\| =
∑

1⩽j⩽k⩽n

ajak

由于该矩阵是对称的, 即 aiaj = ajai, S\| ≈
1
2
S□, 那么

S\| =
∑

1≤j≤k⩽n

ajak =
∑

1⩽j⩽k⩽n

akaj
对换j,k

∑
l⩽k⩽j⩽n

ajak = S/|

根据 [k ∈ k′] + [k ∈ k] = [k ∈ (k ∩ k′)] + [k ∈ (k ∪K ′)], 就有

[1 ⩽ j ⩽ k ⩽ n] + [1 ⩽ k ⩽ j ⩽ n] = [1 ⩽ j, k ⩽ n] + [1 ⩽ j = k ⩽ n].

所以
2S\| = S\| + S/| =

∑
1⩽i,k⩽n

ajak +
∑

1⩽j=k⩽n

ajak

=

(
n∑

k=1

ak

)2

+
n∑

k=1

a2k

那么

S\| =
1

2

( n∑
k=1

ak

)2

+
n∑

k=1

a2k

 .

例子 2.5. 求解
S =

∑
1⩽j<k⩽n

(ak − aj) (bk − bj) .

注意到 i, j 的对称性, 将 i, j 对换得:

S =
∑

1⩽k<j⩽n

(aj − ak) (bj − bk) =
∑

1⩽k<j⩽n

(ak − aj) (bk − bj)

由于

[1 ⩽ j < k ⩽ n] + [1 ⩽ k < j ⩽ n] = [1 ⩽ j, k ⩽ n]− [1 ⩽ j = k ⩽ n]
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因此
2S =

∑
1⩽j,k⩽n

(aj − ak) (bj − bk)−
∑

1⩽j=k⩽n

(aj − ak) (bj − bk) .

=
∑

1⩽j⩽k⩽n

(aj − ak) (bj − bk)− 0.

=
∑

1≤j,k⩽n

ajbj −
∑

1≤j,k≤n

ajbk −
∑

1≤j,k⩽n

akbj +
∑

1⩽j,k⩽n

akbk

= 2n
∑

1⩽k⩽n

akbk − 2

(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
.

那么

S = n
∑

1⩽k⩽n

akbk −

(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
.

我们便得到(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
= n

n∑
k=1

akbk −
∑

1⩽j<k⩽n

(ak − aj) (bk − bj)

这是 Chebyshev 单调不等式的特例.
Chebyshev 单调不等式是说, 如果 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, bn ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn, 那么(

n∑
k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
⩽ n

n∑
i=1

akbk

反之亦然.

2.2. 与一重求和中第三条的联系. 回顾 theorem 1.1中的第三条 (
∑

k∈K ak =
∑

p(k)∈K ap(k),
p(k) 是一个原集合的排列). 如果现在将 k 换做 f(j), 其中 f 是一个 J → K 的映射, 那
么 ∑

j∈J

af(j) =
∑
k∈K

ak#f−(k).

其中 f−(k) = {j | f(j) = k}, #S 是集合 S 的元素个数. 通俗地说, 就是对 j ∈
J, f(j) = k 的数量.

Proof. 直接展开: ∑
j∈J

af(j) =
∑
j∈J
k∈K

ak[f(j) = k] =
∑
k∈K

ak
∑
j∈J

[f(j) = k]

=
∑
k∈k

ak#f−(k).
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例子 2.6. 若 f 是一个一对一的函数, 那么 #f−(k) = 1, 也就是∑
j∈J

af(j) =
∑

f(j)∈k

af(j) · 1 =
∑
k∈k

ak.

例子 2.7. 求算
Sn =

∑
1⩽j<k⩽n

1

k − j

Sn =
∑

1⩽k⩽n

∑
1⩽j⩽k

1

k − j

j:=k−j
∑

1⩽k⩽n

∑
1⩽k−j<k

1

j

=
∑

1⩽j⩽n

∑
0<j⩽k−1

1

j

=
∑

1⩽k⩽n

Hk−1

k:=k+1
∑

0⩽k<n

Hk

如果在换元之前进行代换, 就有

Sn =
∑

1⩽j<k⩽n

1

k − j

k:=k+j
∑

1⩽j⩽k+j⩽n

1

k
=
∑

1⩽k⩽n

∑
1⩽j⩽n−k

1

k

=
∑

1⩽k⩽n

n− k

k
=
∑

1⩽k⩽n

n

k
−
∑

1⩽k⩽n

1

= n

( ∑
1⩽k⩽n

1

k

)
− n = nHk − n.
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§3 差分与微分、求和与积分

本节的目标是, 是不是有这样的一种记号, 使得我们可以使用类似于积分的方式记
录求和? 是否能够像不定积分那样引申出 “不定求和”?

3.1. 回忆: 微分与差分. 数学分析中我们定义过微分算子

Df(x) =
df(x)

dx
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

同样的可以定义差分算子.

定义 3.1 (差分). 对于一个数列, 定义其差分算子 ∆f(x) 为

∆f(x) := f(x+ 1)− f(x).

注:
1. 实际上这是极限定义中, h = 1 的特例.
2. 算子作用在函数上, 给出新的函数. 其本质就是从函数到函数的映射. 例如在多项
式上面求导算子给出的实际上是映射

P[x]n
D−→ P[x]n−1.

例子 3.1. 回忆 Dxm = mxm−1, 其中 m 是给定的数, x 是变元.
如果对它施以差分算子, 得到 ∆x3 = (x+ 1)3 − x3 = 3x2 + 3x+ 1. 这表明求导算

子和差分算子他们之间的性质有所不同. 接下来考察特殊的多项式, 使得差分算子得到
类似的结构.

例子 3.2 (下降幂). 如果我们求

∆x(x− 1) · · · (x−m+ 1)︸ ︷︷ ︸
m 项

)

就会得到
∆((x(x− 1) · · · (x−m+ 1))︸ ︷︷ ︸

m 项

= (x+ 1)x · · · (x−m+ 2)− x(x− 1) · · · (x−m+ 1)

= m(x− 1) · · · (x−m+ 2)︸ ︷︷ ︸
m−1 项

说明 ∆ 算子在上述的多项式上面作用有与求导算子在 xm 次多项式有类似的效果.

我们先定义

x(x− 1) · · · (x−m+ 1)︸ ︷︷ ︸
m 项

为 x 的 m 次下降幂. 记作 xm
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命题 3.1. 由于上面的性质, 注意到

∆xm = mxm−1.

我们发现, D 有逆运算
∫

, 意味着
∫
·D = id. 并且微积分基本定理告诉我们:

g(x) = Df(x) ⇔
∫

g(x)dx = f(x) + C.

定理 3.2 (差分基本定理). 对于差分而言,

g(x) = ∆f(x) ⇔
∑

g(x)δx = f(x) + C.

这里
∑

g(x)δx 是 g(x) 的不定和式, 是差分等于 f(x) 的函数类. 其中 C 是满足 p(x+

1) = p(x) 的任意一个函数 p(x).

正如微积分中有定积分这件事情,有限和式也可以仿照写作 “定和式”. 仿照
∫ b

a
g(x)dx =

[f(x)]ba = f(b)− f(a). 我们给出下面的定义.

定义 3.2 (定和式). 定义

b∑
a

g(x)δx = [f(x)]ba = f(b)− f(a).

如果 g(x) = ∆f(x).

命题 3.3. 对于这样的一个和式, 有

b∑
a

g(x)δx =
b−1∑
k=a

g(k) =
∑

a≤k<b

g(k).

Proof. 若 b = a,
∑a

a g(x)δx = f(a) − f(a) = 0 ; 若 b := a + 1,
∑b

a g(x)δx =

f(a+ 1)− f(a) = g(a). 若 b := b+ 1,

b+1∑
a

g(x)δx−
b∑
a

g(x)δx = (f(b+ 1)− f(a))− (f(b)− f(a))

= f(b+ 1)− f(b) = g(b).

根据数学归纳法可以证明.

Proof. 另外的证明: 考虑裂项 (伸缩法, telescoping)∑
a≤k<b

f(k + 1)− f(k) =(f(a− 1)− f(a)) + (f(a+ 2)− f(a+ 1)) + · · ·

+ (f(b)− f(b− 1))

=f(b)− f(a).
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命题 3.4. 像定积分那样, 不定求和有

b∑
a

g(x)δx = −
a∑
b

g(x)δx.

Proof. 实际上

f(b)− f(a) = −(f(a)− f(b)) = −
a∑
b

g(x)δx.

命题 3.5. 像定积分那样, 不定求和有

b∑
a

g(x)δx+
c∑
b

g(x)δx =
c∑
a

g(x)δx.

3.2. 带来的好处: 有限微积分.

a) 下降幂 下面给 m < 0 的时候下降幂给出定义. 观察

x3 = x(x− 1)(x− 2) 除以x− 2

x2 = x(x− 1) 除以x− 1

x2 = x 除以x

x−0 = 1 除以x+ 1

x−1 = 1
x+1

除以x+ 2.

x−2 = 1
(x+1)(x+2)

定义 3.3 (下降幂). 我们定义

x(x− 1) · · · (x−m+ 1)︸ ︷︷ ︸
m 项

为 x 的 m 次下降幂. 记作 xm.
如果 m > 0,

m > 0, x−m =
1

(x+ 1) · · · (x+m)

像这样的扩展定义仍然保留了对应的性质.

命题 3.6 (下降幂的性质).

∀m,n ∈ Z, xm+n = xmxn.

命题 3.7 (下降幂的满足差分的性质). 若 m > 0,∆x
−m
n = −mx−m−1.

因此可得, 对于下降幂, 有

b∑
a

xmδx =

[
xm+1

m+ 1

]b
a

m ̸= −1.
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b) 调和级数 根据上述的描述, 如果 m = −1� x−1 = 1
x+1

= ∆f(x) = f(x+1)− f(x).
若 x ∈ Z�f(x) = 1

1
+ 1

2
+ · · ·+ 1

x
= Hn. 所以

命题 3.8. 类似与积分的情形,

b∑
a

xmδx =


[
xm+1

m+1

]b
a

,m ̸= −1

[Hx]
b
a , m = 1

c) 指数函数的类似物 由于 Dex = ex, 希望找一个 ∆f(x) = f(x). 实际上,

f(x+ 1)− f(x) = f(x) ⇔ f(x+ 1) = 2f(x), 即

f(x) = 2x.

对于 ∆cx = cx+1 − cx = (c− 1)cx. 老 c ̸= 1 ，那

命题 3.9. 等比数列的求和

∑
a⩽k<b

=
b∑
a

cxδx =

[
cx

c− 1

]b
a

=
cb − ca

c− 1
.

d) 差分表和加法, 乘法的差分 我们希望得到如下的差分表:

f =
∑

g ∆f = g.

x
m
m mx

m−1

2x 2x

cx (c− 1)cx

c · u c ·∆u

u+ v ∆u+∆v

uv u∆v + Ev∆u (见下文)

具体地, 我们需要看加法, 乘法的情形下, 差分的变化. 注意, 复合函数差分在离散
的情形没有很好的对应物.

3.3. 分部求和法. 注意到

∆(u(x)v(x)) = u(x+ 1)v(x+ 1)− u(x)v(x)

= u(x+ 1)v(x+ 1)− u(x)v(x+ 1)

+ u(x)v(x+ 1)− u(x)v(x)

= u(x)∆v(x) + v(x+ 1)∆u(x)

若定义 Ef(x) := f(x+ 1), 那么

∆(uv) = u∆v + (Ev)∆u.
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此时, 对两边同时取
∑

, 有 ∑
u∆v = uv −

∑
(Eη)∆u.

注: 实际上, 这个还有另一种选择方式, 如

∆(uv) = u∆v + Ev∆u

= Eu∆v + v∆u

两种形式都是正确的, 因此左右是对称的.

例子 3.3. 仿照
∫
xexdx ，求

∑
x2xδx

∑
x 2x δx =

∑
xδ (2x) = x2x −

∑
2
x+ 1

δx

= x2x − 2x+1 + c.

那么
n∑

k=0

k2k =
n+1∑
0

x2xδx =
[
x2x − 2x+1

]n+1

0

= (n− 1)2n+1 + 2.

例子 3.4. 仿照
∫
x lnxdx, 求

∑
kHkδk,

∑
x Hxδx =

∑
Hxδ

(
x2

2

)
=

x2

2
Hx −

∑ (x+ 1)2

2
x−1δx

=
x2

2
Hx −

1

2

∑
x1δx

=
x2

2
Hx −

x2

4
+ C.

那么 ∑
0⩽k<n

kHk =

[
x2

2
Hx −

x2

4
+ C

]n
0

=
n2

2

(
Hn − 1

2

)
.
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