
谓词的逻辑
对应《问题求解》


表达更丰富的内容: 谓词 部分与整体的关系;尝试解释谓词公式;

谓词公式的标准形;谓词逻辑的推理要求 
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语⾔的表达能⼒

命题逻辑的缺陷

     (1) 张三是个法外狂徒; 

	 (2) 李四与张三是好朋友;

	 (3) 李四也是⼀个法外狂徒;

	 (4) 王五站在张三与李四中间;

     (5) 王五⻓得⽐张三与李四都⾼;

	 (6) 所有的法外狂徒终将绳之以法;

	 (7) 存在法外狂徒改过⾃新. 


⽆法表达部分和整体的关系! 
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⼀. 个体, 谓词和量词
Eg. 在所有的算法中, 有⼀个算法优于其他的每⼀个算法


1. 构成

• 圈定讨论的范围  论域(domain)


所有的算法
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⼀. 个体, 谓词和量词
Eg. 在所有的算法中, 有⼀个算法优于其他的每⼀个算法


1. 构成

• 圈定讨论的范围  论域(domain)

• 所有的都是? 还是有⼀部分存在? 量词(quantifier)

所有的算法

这个算法很特殊
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⼀. 个体, 谓词和量词
Eg. 在所有的算法中, 有⼀个算法优于其他的每⼀个算法


1. 构成

• 圈定讨论的范围  论域(domain)

• 所有的都是? 还是有⼀部分存在? 量词(quantifier)

• 有⼀个 “个体” 

• 具体, 不变的  —  个体常元

• 泛指的 — 个体变元

所有的算法

具体的个体常元

某⼀类个体常元
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⼀. 个体, 谓词和量词
Eg. 在所有的算法中, 有⼀个算法优于其他的每⼀个算法


1. 构成

• 圈定讨论的范围  论域(domain)

• 所有的都是? 还是有⼀部分存在? 量词(quantifier)

• 有⼀个 “个体” 

• 具体, 不变的  —  个体常元

• 泛指的 — 个体变元


• 谓词: 做判断的基础
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⼀. 个体, 谓词和量词
[注] 

(1) 如果讨论问题的论域是有限的时候(⽐如是 ): 


;


. 


(2) 谓词的 “元数”: 左边的 “输⼊” 个数. 


{d1, d2, ⋯, dn}

∀x . P(x) ⇔ (P(d0) ∧ P(d1) ∧ ⋯ ∧ P(dn) :=
n

⋀
i=0

P(di)

∃x . P(x) ⇔ (P(d0) ∨ P(d1) ∨ ⋯ ∨ P(dn) :=
n

⋁
i=0

P(di)

P
a

b

真/假的
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⼀. 个体, 谓词和量词
2. ⼀些记录⽅法

• 所有算法的集合 

• 全总域—⼀切的东⻄

∃x . (∀y . Better(x, y))

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

1. 谓词公式的构成

(1) 构成字⺟的元素

• 逻辑连接词: 

• 量词符号: 

• 变元符号: 

• 左右括号: (, )

• 常数符号: 表达特殊的个体

• 函数符号: 元函数符号 (个体上的运算)

• 谓词符号: 元谓词符号 (个体之间的关系)

¬, ∨ , ∧ , → , ↔ .
∀, ∃
x, y, z, ⋯

n f, g, h, ⋯
n P, Q, R

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

字⺟表

Alphabet

a, b, c
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

1. 谓词公式的构成

(2) 项

• 每个变元 是⼀个项

• 每个常数记号是⼀个项

• 如果有 是, 并且 是 元函数的记号, 那么

是项.

• 除此之外, 别⽆其他

x, y, z

t1, t2, ⋯, tn f n
f(t1, t2, ⋯, tn)

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

单词

Words

apple
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

1. 谓词公式的构成

(3) 公式

• 若 是项, 是⼀个 元函数符号, 那么

是原⼦公式

• 如果 是公式, 那么 是⼀个项

• 如果 是⼀个公式, 那么 是公式. 

• 除此之外, 别⽆其他

t1, ⋯, tn P n
P(t1, t2, ⋯, tn)

α, β ¬α, α * β
α ∀x . α, ∃x . α

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

句⼦

Sentences

I like eating apples
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

忘记刚刚说的吧! 

只要正常写过数学表达式, 都是可以胜任的. 

但是还是给出⼀些[⼩提示]


• 不要起冲突的名字, 注意名字的 “存活区间”
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⼆. 谓词公式

这⽅⾯还是要回忆⼀下我们写过的代码(很不巧, python没
有全局变量的概念)
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借题发挥



⼆. 谓词公式

这⽅⾯还是要回忆⼀下我们写过的代码(不过C有!)
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借题发挥



⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

free bound
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⼆. 谓词公式
当时⾼中我同桌(数学成绩常年~130+)的⼩插曲…

⼀道圆锥曲线题: (1) , 求a,b

(2)关于a的⼀个问题….


某同学: 这a不是具体的数, 我不会做

数学⽼师: 同⼀道题⾥⾯⼀个字⺟有⼀个意思.

x2/a2 + y2/b2 = . . .
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借题发挥



⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

Schematics
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

我们的数学领域的知识

判断真假

判断真假

依据
判断真假

回忆: 在命题逻辑⾥⾯学习了真值表技术, 这⾥能不能⽤? 
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))
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⼆. 谓词公式

Syntax Schematics

∃x . (isAlgorithm(x) ∧ ∀y . isAlgorithm(y) → Better(x, y))

还有更⾼阶的逻辑?
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三. 等值演算(calculus)

来源
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三. 等值演算(calculus)

评论: 这些应该在上学期就学习了

好处: 很⽅便的否定⼀些复杂的式⼦


• 线性相关(任意…存在不…)

• 极限的定义(任意…存在…)
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三. 等值演算(calculus)
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四. 范式

只是⼀个例⼦… 不⽤太在意. 

其实有时候也可以把它写成分数线的形式: 





把它横着写, 就有


前提的条件1, 前提的条件2,...
得到的结论

(使⽤的推理规则)

{前提的条件1, 前提的条件2,...} ⊢ 得到的结论 (使⽤的推理规则)
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五. 形式化的推理理论 把这些搞定了之后就转化为了命题逻辑⾥⾯的东⻄了

引⼊变量t
得到的表达式⾥⾯所有的 都是x t
然后就可以推出来这个
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五. 形式化的推理理论

任意推理规则的应⽤

{P(t), ∀x(P(x) → ¬Q(x)} ⊢ ¬Q(t)

P(t) P
∀x(P(x) → ¬Q(x)) P
P(t) → ¬Q(t) Universal Specification
¬Q(t) T

这⼀步解决了就可以转化到第⼀
节的内容了

标号有点麻烦…就先不标示了…
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五. 形式化的推理理论
任意推理规则的应⽤

{∀x(P(x) → Q(x)), ∀x . P(x)} ⊢ ∀x . Q(x)

∀x . (P(x) → Q(x)) (P)
∀x . P(x) (P)

[x0]  (引⼈变量 )

P (x0) → Q (x0) (∀-elim , (1), (3))

P (x0) (∀-elim, , (2), (3))

Q (x0) ( → -elim , (4), (5))
∀x . Q(x) (∀-intro , (3) − (6))
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五. 形式化的推理理论

3. : 


Where  is free for  in 

∃ − intro
α[t/x]
∃x . α

(∃x − intro)

t x α

“如果  对某个项  成⽴, 则 ∃x. α 成⽴.”
α t

例如: 

但是 


P(c) ⊢ ∃x . P(x), c是任意的常元符号
∀y . (y = y) ⊬ ∃x . ∀y . (x = y)(y is not free for x in α)
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五. 形式化的推理理论

4. : 


Where  is free for  in 

∃ − elim
∃x . α

α[x0/x]
(∃x − elim)

t x α
就是上⾯的反过来的过程. 


5. : 


Where  is free for  in 

∃ − elim
∃x . α [x0] β

β
(∃x − elim)

x0 x α

[α[x0/x]]
⋮

假设 使得 成⽴, 如果从 可以推导出 , 那么从
可以推导出 . 

x0 α α[x0/x] β
∃x . α β
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五. 形式化的推理理论
存在推理规则的应⽤

{∀x . P(x)} ⊢ ∃x . P(x)
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五. 形式化的推理理论
Level up!

{∀x . (P(x) → Q(x)), ∃x . P(x)} ⊢ ∃x . Q(x)

∀x . (P(x) → Q(x)) ( 前提 )
∃x . P(x)  (前提 )

[x0] [P (x0)] ( 引⼊变量与假设 )

P (x0) → Q (x0) (∀-elim, (1), (3))

Q (x0) ( → -elim, (3), (4))
∃x . Q(x) (∃-intro , (5))
∃x . Q(x) (∃-elim, (2), (3) − (6))
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五. 形式化的推理理论
Level up!

{∃x . P(x), ∀x . ∀y . (P(x) → Q(y)} ⊢ ∀y . Q(y)

∃x . P(x) ( 前提 )
∀x . ∀y . (P(x) → Q(y)) ( 前提 )

[x0] [P (x0)] ( 引⼊变量与假设 )

∀y . (P (x0) → Q(y)) (∀-elim, (2), (3))

[y0] ( 引⼊变量 )
P (x0) → Q (y0) (∀-elim, (4), (5)) 
Q (y0) ( → -elim, (3),(6)) 
Q (y0) (∃-elim, (1), (3) − (7))
∀y . Q(y) (∀-intro, (5) − (8))
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五. 形式化的推理理论
⼀个应⽤问题

前提: 

• 每个⼈或者喜欢美剧, 或者喜欢韩剧(可以同时都喜欢)

• 任何⼈如果喜欢抗⽇神剧, 他就不会喜欢美剧

• 有的⼈不喜欢韩剧


结论: 有的⼈不喜欢抗⽇神剧

这是⼀个有点难度的问题… 
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五. 形式化的推理理论
⼀个应⽤问题

前提: 

• 每个⼈或者喜欢美剧, 或者喜欢韩剧(可以同时都喜欢)

• 任何⼈如果喜欢抗⽇神剧, 他就不会喜欢美剧

• 有的⼈不喜欢韩剧


结论: 有的⼈不喜欢抗⽇神剧

这是⼀个有点难度的问题… 

34



五. 形式化的推理理论
⼀个应⽤问题

35



五. 形式化的推理理论
⼀个应⽤问题

我们还可以分类讨论! 
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总结: 学到了什么
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