
⼆元关系: 介绍与例⼦(2)
本节与《问题求解》没有对应


是对于上⼀节的补充与⼀些直观的定义

1

集合论II



借题发挥

2



图的若⼲表示⽅法

relation

1. the way in which two or more people or things 
are connected; a thing's effect on or relevance 
to another.


2. a person who is connected by blood or 
marriage; a relative.

3

Dictionary
Definitions from Oxford Languages · Learn more

Google Relation meaning

应该怎样把图塞进内存⾥?

借题发挥

https://languages.oup.com/google-dictionary-en
https://support.google.com/websearch/answer/10106608?hl=en


图的若⼲表示⽅法
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借题发挥

• 顶多是两个点之间的关系, 所以枚举⼀下

A

B

C

D

E

1 1

1

1

A    B    C    D   E  

A

B

C

D

E

这个⽅法是⽐较实在的

“⼆元关系” 可以⽤图表示, 这次主要来看看这个形式的



图的若⼲表示⽅法
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借题发挥

• 那上⼀节是⼲啥的?

• 其实是从集合的视⻆来看关系

A

B

C

D

E

上⼀节的⽅法是把所有的边存在了⼀个集合⾥⾯
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我们重新扫⼀遍上节的内容…



⼀. ⽤矩阵表示的⼆元关系
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1. 邻接矩阵
Def.设 , , 

, 邻接矩阵 , 其中, 如果 有

关系, 那么就记作1, 否则记作0. 也就是

A = {a1, a2, …, am} B = {b1, b2, …, bn}
R ⊆ A × B M(R) = (rij)m×n i, j

rij = {
1 aiRbj

0 aiRbj

如A = {a, b, c}; R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, c)}

M(R) =

1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

(按照字⺟顺序排列)

G(R) =
a

b c(     )
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2. 邻接矩阵的运算

Def.(并) 


Def.(交) 


Def.(复合, 积) 


(a ∨ b)ij = {1 aij = 1 ∨ bij = 1
0 otherwise

(a ∧ b)ij = {1 aij = 1 ∧ bij = 1
0 otherwise

(a ∘ b)ij = {1 ∃k, s.t.aik = 1 ∧ bjk = 1
0 otherwise
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2. 邻接矩阵的运算
Def.(并) 


Def.(交) 


Def.(复合, 积) 


(a ∨ b)ij = {1 aij = 1 ∨ bij = 1
0 otherwise

(a ∧ b)ij = {1 aij = 1 ∧ bij = 1
0 otherwise

(a ∘ b)ij = {1 ∃k, s.t.aik = 1 ∧ bjk = 1
0 otherwise

问题1. 

设 求

解 . 
A = {a, b, c}, R1 = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, c)}, R2 = {(a, b), (a, c), (b, c)} .
R1 ∘ R2

解答.

(
1 1 0
1 0 1
0 0 0) ∘ (

0 1 1
0 0 1
0 0 0) = (

0 1 1
0 1 1
0 0 0)
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(⼀) 三个定义

好像没什么可以简化的, ⽤集合论定义是很好的

Recall.
提示: 和中学的函

数类⽐
dom(R) = {a ∣ ∃b . (a, b) ∈ R}

“所有有定义的地⽅ 第⼀个元素的集合”

ran(R) = {b ∣ ∃a . (a, b) ∈ R}

“所有有定义的地⽅ 第⼆个元素的集合”

fld(R) = dom(R) ∪ ran(R)
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(⼆) 五种操作

1. 逆变换(inverse)

逆变换就是把关系矩阵转置. 

Def.The inverse of  is the relationR
R−1 = {(a, b) ∣ (b, a) ∈ R}

问题2. 设 是任意的关系, 证明R, S (domF)−1 = ranF
取 , 对于 的元素, 有 . 不妨设某个c满⾜了


. 由于逆的定义, 有 . 引⼊存在量词, 就有了 , 
这时候得到的集合的代表元素 即为所求. 

∀x ∈ (domF)−1 domF ∃b . (x, b) ∈ R
(x, c) ∈ R (c, x) ∈ R−1 ∃b . (b, x) ∈ R

x
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(⼆) 五种操作

1. 逆变换(inverse)

逆变换就是把关系矩阵转置. 

Def9.The inverse of  is the relationR
R−1 = {(a, b) ∣ (b, a) ∈ R}

问题2. 设 是任意的关系, 证明R, S (domF)−1 = ranF
取 , 对于 的元素, 有 . 不妨设某个c满⾜了


. 由于逆的定义, 有 . 引⼊存在量词, 就有了 , 
这时候得到的集合的代表元素 即为所求. 

∀x ∈ (domF)−1 domF ∃b . (x, b) ∈ R
(x, c) ∈ R (c, x) ∈ R−1 ∃b . (b, x) ∈ R

x
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(⼆) 五种操作

2, 3, 4 和矩阵没有啥⼤关系, 于是跳过…
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(⼆) 五种操作

5. 复合(inverse): 就类似矩阵的乘法.
Th. 满⾜结合律(R ∘ S) ∘ T = R ∘ (S ∘ T)
Proof. 对任意(a, b)

(a, b) ∈ (R ∘ S) ∘ T

⟺ ∃c . ((a, c) ∈ T ∧ (c, b) ∈ R ∘ S)
⟺ ∃c . ((a, c) ∈ T ∧ (∃d . (c, d) ∈ S ∧ (d, b) ∈ R))
⟺ ∃d . ∃c . ((a, c) ∈ T ∧ (c, d) ∈ S ∧ (d, b) ∈ R)
⟺ ∃d . ((∃c . (a, c) ∈ T ∧ (c, d) ∈ S) ∧ (d, b) ∈ R)
⟺ ∃d . ((a, d) ∈ S ∘ T ∧ (d, b) ∈ R)
⟺ (a, b) ∈ R ∘ (S ∘ T )
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(三) 七种性质

1. ⾃反的: 

Def.  is reflexive if
R ⊆ X × X
∀a ∈ X . (a, a) ∈ R

• 对⻆线上的元素全是1

• 是⾃反的

• 的每个顶点都有环

M(R)
R−1

G(R)

等价于: 
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(三) 七种性质

2. 反⾃反的(Irreflexive): 

Def.  is irreflexive if
R ⊆ X × X
∀a ∈ X . (a, a) ∉ R

• 对⻆线上的元素全是0

• 是反⾃反的

• 的每个顶点都⽆环

M(R)
R−1

G(R)

等价于: 



⼆. 关系的运算

17

(三) 七种性质

3. 对称(symmetric)

Def.  is irreflexive if
R ⊆ X × X
∀a, b ∈ X . aRb → bRa

• 关系矩阵是对称矩阵( )

• 

• 的任何两个节点之间如果有边, 必然有双向边

AT = A
R−1 = R
G(R)

等价于: 
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(三) 七种性质

4. 反对称(antisymmetric)

Def.  is antisymmetric if
R ⊆ X × X
∀a, b ∈ X . ((aRb ∧ bRa) → a = b)

• 是反对称的

• 在 中, 


• 的任何两个节点之间如果有边, 只能有单向边

R−1

M(R) ∀i . ∀j . (i ≠ j ∧ rij = 1 → rji = 0)
G(R)

等价于: 

√ ×



⼆. 关系的运算

19

(三) 七种性质

5. 传递性
Def.  is transitive if
R ⊆ X × X

∀a, b, c ∈ X . (aRb ∧ bRc → aRc)
等价于: 

•  (封闭性)

• 是传递的

• 在 矩阵 中, 


• 在 中, , 如果有有向边
, 那么必有有向边 .

R ∘ R ⊆ R
R−1

M(R ∘ R) r′ ij ∀i . ∀j . (r′ ij = 1 → rij = 1)
G(R) ∀xi . ∀xj . ∀xk

xi → xj, xj → xk xi → xk
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(三) 七种性质

5. 传递性: 我们来证明⼀下这些性质
Def.  is transitive if
R ⊆ X × X

∀a, b, c ∈ X . (aRb ∧ bRc → aRc)
⇔  (封闭性)R ∘ R ⊆ R
Proof. : 对任意 





: 对任意

⇐ (a, b)
(a, b) ∈ R ∘ R

⟹ ∃c . (a, c) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R
⟹ (a, b) ∈ R

⇒ a, b, c
(a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ⟹ (a, c) ∈ R ∘ R ⟹ (a, c) ∈ R
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(三) 七种性质

5. 传递性: 我们来证明⼀下这些性质
Def.  is transitive if
R ⊆ X × X

∀a, b, c ∈ X . (aRb ∧ bRc → aRc)
⇔ 是传递的R−1

Proof. 对任意 





a, b, c
a, b, c ∈ X

⟺ aR−1b ∧ bR−1c → aR−1c
⟺ bRa ∧ cRb → cRa
⟺ cRb ∧ bRa → cRa 满⾜传递规律
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22

(三) 七种性质

5. 传递性: 我们来证明⼀下这些性质
Def.  is transitive if
R ⊆ X × X

∀a, b, c ∈ X . (aRb ∧ bRc → aRc)
⇔ 在 矩阵 中, 
M(R ∘ R) r′ ij ∀i . ∀j . (r′ ij = 1 → rij = 1)

Proof. 由于复合的定义, 有 

由于有传递性, . 

r′ ij = 1 ⟺ (∃k . rik = 1 ∧ rkj = 1)
rij = 1
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(三) 七种性质

什么样的集合具有

• ⾃反, 反对称, 传递 — 

• ⾃反, 对称, 反对称, 传递 — 

• ⾃反, 对称, 传递 — 

(ℝ, ≤ )
(ℝ, = )

{(x, y) |x ∈ ℕ ∧ y ∈ ℕ}
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(三) 七种性质

6,7 和矩阵没有啥⼤关系, 于是跳过…
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(三) 七种性质

设 是有限的集合, , 是 上的⼆元关系, 那么: A |A | = n R A
k

⋃
i=1

Ri =
n

⋃
i=1

Ri, 任意的k > n

Proof. 由于集合的关系, 容易得到
k

⋃
i=1

Ri ⊇
n

⋃
i=1

Ri

我们希望证明
k

⋃
i=1

Ri ⊆
n

⋃
i=1

Ri

Proof ahead!



⼆. 关系的运算

26

(三) 七种性质

设 是有限的集合, , 是 上的⼆元关系, 那么: A |A | = n R A
k

⋃
i=1

Ri =
n

⋃
i=1

Ri, 任意的k > n

接上⻚. 左边式⼦= , 只需要证明对于任意的 , 有 .


对于任意的 , 考虑其复合的过程, ⼀定存在 , 使得:




⼀共 个元素. 

由于集合的⼤⼩为 , 由抽屉原理(把k+1个球放⼊k个抽屉⾥⾯, ⾄少有⼀个抽屉有2个
球)知道, 这⾥⼀定有重复的元素. 不妨假设

n

⋃
i=1

Ri ∪
k

⋃
i=n+1

Ri k > n Rk ⊆
n

⋃
i=1

Ri

(a, b) ∈ Rk a1, a2, ⋯, ak ∈ A
(a, a1) ∈ R, (a1, a2) ∈ R, (a2, a3) ∈ R, ⋯, (ak, ab) ∈ R

k + 1
n

ai = aj(i < j)

我们希望证明
k

⋃
i=1

Ri ⊆
n

⋃
i=1

Ri
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(三) 七种性质
设 是有限的集合, , 是 上的⼆元关系, 那么: A |A | = n R Ak

⋃
i=1

Ri =
n

⋃
i=1

Ri, 任意的k > n

接上⻚. 左边式⼦= , 只需要证明对于任意的 , 有 .


对于任意的 , 考虑其符合的过程, ⼀定存在 , 使得:




⼀共 个元素. 

由于集合的⼤⼩为 , 由抽屉原理(把k+1个球放⼊k个抽屉⾥⾯, ⾄少有⼀个抽屉有2个
球)知道, 这⾥⼀定有重复的元素. 不妨假设 

我们删去从 到 的复合的所有元素 , 

于是

n

⋃
i=1

Ri ∪
k

⋃
i=n+1

Ri k > n Rk ⊆
n

⋃
i=1

Ri

(a, b) ∈ Rk a1, a2, ⋯, ak ∈ A
(a, a1) ∈ R, (a1, a2) ∈ R, (a2, a3) ∈ R, ⋯, (ak, ab) ∈ R

k + 1
n

ai = aj(i < j)
i j (ai, ai+1) ∈ R, (ai+1, ai+2) ∈ R, ⋯, (aj−1, aj) ∈ R

(a, b) ∈ Rk′ , k′ = k − ( j − i) .
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(三) 七种性质
设 是有限的集合, , 是 上的⼆元关系, 那么: A |A | = n R Ak

⋃
i=1

Ri =
n

⋃
i=1

Ri, 任意的k > n

接上⻚. 分类讨论: 如果 . 否则, 重复上述过程. 得证. 🟥k′ ≤ n,那么(a, b) ∈
n

⋃
i=1

Ri

这让我想起了⾼等代数⾥⾯线性变换
⾥⾯有的也⽤到了类似的技巧
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(三) 七种性质

Let’s count! 学习更加⾼级的数数技巧

https://www.bilibili.com/video/BV1C34y1R7wf 

by 韩涛(韩⽼师讲数学@bilibili)

https://www.bilibili.com/video/BV1C34y1R7wf
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(三) 七种性质

Q1. 问  A 到 B 的⼆元关系共多少个

考虑关系矩阵, 就是 个2n×m

每⼀个0/1, ⼀共 个nm

Q2. 问  A 到 A 的⼆元关系共多少个
考虑关系矩阵, 就是 个2n×n

Q3. 多少种不同的⾃反的（   反⾃反的） ⼆元关系

1
1

1
1

每⼀个0/1, ⼀共 个n2 − n

考虑关系矩阵, 就是 个2n×n−n
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(三) 七种性质

Q4. 多少种不同对称的⼆元关系
考虑关系矩阵, 就是 个2n(n+1)/2

X X X X
X X X

X X
X

每⼀个0/1, ⼀共 个n(n + 1)/2

Q5. 多少种不同反对称的⼆元关系
在 中, M(R) ∀i . ∀j . (i ≠ j ∧ rij = 1 → rji = 0)
第⼀步: 考虑对⻆线: 

第⼆步: 考虑对⻆线以外的元素: (1, 0) or (0, 1) or(0,0)


— 

2n

3n(n−1)/2

分步相乘:2n3n(n−1)/2
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1. 闭包
Def. 包含⼀些给定对象, 具有指定性质的最⼩集合

包含给定关系 的最⼩⾃反关系, 称为 的⾃反闭包R R
例⼦: 

⟺
R ⊆ R′ 

是⾃反的R′ 

∀S . (R ⊆ S ∧ S is reflexive) → R′ ⊆ S{
上述有颜⾊的地⽅可以换做: 对称, 传递. 
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2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ≜ R+

这个是循环的, ⼀定会到⼀定程度就可以终⽌

Proof ahead!
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2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ≜ R+

这个是循环的, ⼀定会到⼀定程度就可以终⽌

对于r(A)的证明: 

(1)因为 , 所以  具有⾃反性；

(2)显然， 

(3)对   上任意关系 , 若  , 且   是 ⾃反的, 即证  

. 因为   是⾃反的, 所以  , ⼜  所以 

IA ⊆ IA ∪ R IA ∪ R
R ⊆ IA ∪ R

A R′ ′ R ⊆ R′ ′ R′ ′ 

IA ∪ R ⊂ R′ ′ R′ ′ IA ⊂ R′ ′ R ⊆ R′ ′ ,
IA ∪ R

将 添加到关系 中，则可得到 的⾃反闭包IA R R
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2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ≜ R+

这个是循环的, ⼀定会到⼀定程度就可以终⽌对于s(A)的证明: 

任取 那么若 则

. 若 , 则 , 即

. 由上述, 是对称的


任取其满⾜条件 , 由对称关系的充要条件
得 . 由于  也就是

. 

(x, y) ∈ R ∪ R−1, (x, y) ∈ R, (y, x) ∈ R−1 .
(y, x) ∈ R ∪ R−1 (x, y) ∈ R−1 (y, x) ∈ R
(y, x) ∈ R ∪ R−1 R ∪ R−1

R ⊆ R1并且R1是对称的R1
R1 = R−1

1 R ⊆ R1,有R−1 ⊆ R−1
1 .

R ∪ R−1 ⊆ R1 ∪ R−1
1 = R1
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2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ∪ Rk ≜ R+

这个是循环的, ⼀定会到⼀定程度就可以终⽌对于t(R): 运⽤数学归纳法: 

(1)对于任意  , 若  , 则存在⾃然数  , 使得  

, 故  从⽽ 所以,

具有传递性. 


(2)显然， 

x, y, z ∈ S (x, y) ∈
k

⋃
i=1

Ri, (y, z) ∈
k

⋃
i=1

Ri j, k

(x, y) ∈ Rj, (y, z) ∈ Rk (x, z) ∈ Rj ⋅ Rk = Rj+k, (x, z) ∈
k

⋃
i=1

Ri

⋃Ri

R ⊆
k

⋃
i=1

Ri
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2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ∪ Rk ≜ R+

这个是循环的, ⼀定会到⼀定程度就可以终⽌对于t(R): 运⽤数学归纳法: 
(接上⻚)对 上任意关系 , 若 且 是传递的, 要证 . 使⽤数学

归纳法: 

• 对 , 有 显然. 

• 假设 时 , 任取 , 那么有 使得 

根据归纳假设以及题设, 有 . 由于 是传递的, 就有

, . 因此 .

A R′ ′ R ⊆ R′ ′ R′ ′ 

k

⋃
i=1

Ri ⊆ R′ ′ 

n = 1 R1 ⊆ R′ ′ 

n = k Rk ⊆ R′ ′ (x, y) ∈ Rk+1 z (x, z) ∈ Rk, (z, y) ∈ R
(x, z) ∈ R′ ′ , (z, y) ∈ R′ ′ R′ ′ 

(x, y) ∈ R′ ′ Rk+1 ⊆ R
k

⋃
i=1

Ri ⊆ R′ ′ 



三. 闭包
2. ⾃反(r), 对称(s), 传递(t)闭包的⼀些性质

Th. 设 , 并且 , 

• 

• 

•

R ⊆ A × A A ≠ Ø
r(R) = R ∪ IA
s(R) = R ∪ R−1

t(R) = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ ⋯ ∪ Rk ≜ R+

循环⼦空间

这种情形是很普遍的, ⽐如⾼代…
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