
⼆元关系: 等价关系与函数关系
对应《问题求解》


偏序关系与等价关系 函数关系
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集合论II



借题发挥
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⼀. 偏序关系
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引例: 

• 实数集上的“不⼤于”关系

• ⾮空集合A的幂集合上定义的“⼦集”

都是具有⼀个⽐另⼀个⼤/⼩的感觉…

1. 偏序关系



⼀. 偏序关系
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问: 我们能够怎么样的更好地展示出这样的关系? 

1. 偏序关系

举⼀个例⼦, 试着⽤图形表示⼀下…

1 2 3 4

好混乱啊…



⼀. 偏序关系
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2. 简化的⽅法

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

1 2 3 4

好混乱啊…

每个节点都有连向⾃⼰
的环 (简单称为⾃环) 

任意的两个节点要么只有⼀条边相连, 
要么没有边相连 

如果a到b有边相连, b到c有边相连,那么a到c⼀定有边相连 



⼀. 偏序关系
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2. 简化的⽅法

• 去掉关系图中的所有的⾃环

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

1 2 3 4

好混乱啊…

任意的两个节点要么只有⼀条边相连, 
要么没有边相连 

如果a到b有边相连, b到c有边相连,那么a到c⼀定有边相连 
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2. 简化的⽅法

• 去掉关系图中的所有的⾃环

• (指定次序关系) 如果任意的 那么把 画在 的下⽅, 之
后去掉这个边的箭头

x ⪯ y, x y

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

1

2

3

4

好混乱啊…

如果a到b有边相连, b到c有边相连,那么a到c⼀定有边相连 
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2. 简化的⽅法

• 去掉关系图中的所有的⾃环

• (指定次序关系) 如果任意的 那么把 画在 的下⽅, 之
后去掉这个边的箭头


• (只关注基本的箭头) 如果 那么 的边

x ⪯ y, x y

x → y, y → z, x → z

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

1

2

3

4

好混乱啊…

如果a到b有边相连, b到c有边相连,那么a到c⼀定有边相连 
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2. 简化的⽅法

• 去掉关系图中的所有的⾃环

• (指定次序关系) 如果任意的 那么把 画在 的下⽅, 之
后去掉这个边的箭头


• (只关注基本的箭头) 如果 那么 的边

x ⪯ y, x y

x → y, y → z, x → z

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

1

2

3

4

这样就很简洁了
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2. Hasse图

• 去掉关系图中的所有的⾃环

• (指定次序关系) 如果任意的 那么把 画在 的下⽅, 之
后去掉这个边的箭头


• (只关注基本的箭头) 如果 那么 的边

x ⪯ y, x y

x → y, y → z, x → z

1. 偏序关系: ⾃反, 对称, 传递的关系. 

或者说, 有向⽆环图(DAG)上的可达关系

下⾯我们来刻画⼀下⼤⼩关系 — 什么是⼤? 什么是⼩? 
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Hasse图的例⼦

集合的包含关系
A = {a, b, c}, PSET(A)上的关系

⼤/极⼤

⼩/极⼩
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回忆《⾼等数学》A1: 

最⼤值, 最⼩值, 上(下)(确)界
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3. 极⼤元, 极⼩元

这东⻄是
不是总是
存在呢? 

想法: 抓⼀个, 问问, 是不是. 不是, 抓⼀
个更⼩的, 问问因为是有限的, 这个过程

⼀定会终⽌. 

Admitted.
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3. 极⼤元, 极⼩元

这东⻄是
不是总是
存在呢? 

极⼤元和极⼩元不总是存在

⽐如实数上⾯的⼤于关系

但是存在了就⼀定唯⼀了.

事实上, 如果你曾经看过⼀点数学⽂本
的话, 我们会发现存在性, 唯⼀性是很

必要的! 
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3. 极⼤元, 极⼩元

证明也是⼀如既往地反证法
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4. 上界与下界

上界和下界是对于关系⾥⾯的⼀个⼦集

⽽⾔的. 
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4. 上界与下界

Y

X
5. 上确界与下确界
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数学类课程很难以理解? 

• 只是基础不够, ⾼考的思维复杂度过于低下, 通过
计算复杂度来选拔所谓的 “⼈才”. 


• 我们总有更好的⽅法来学习它! 

⾮常啰嗦, 把你当做傻⼦来教.

借题发挥
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⼩故事: 当时看⻅ 记号很害怕, 最后看了jyy的视频
才缓解了恐惧

做事情做得好, ⼤部分是已经有经验了. 

总是有更好的⽅式帮助我们做好⼀件事情的. 

∑
⇒
⇒

借题发挥
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5. 上确界与下确界

如果任意的两个元素都有最⼩上界和最⼤下界, 那么就称
为⼀个格(lattice).(X, ⪯ )

A three-dimensional lattice filled with two molecules A and B, here shown as black and white spheres.

* Lattice本来也有晶胞的意思…



⼀. 偏序关系

21

6. 严格的偏序关系

7. 偏序集元素的可⽐性: 要么 . a, b a > b,要么b > a

(     ) (    )

可⽐的东⻄可以形
成⼀条链!
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7. 偏序集元素的可⽐性: (1) 定义: 要么 . a, b a > b,要么b > a

chain antichain

所有可⽐元素构成的 
“链” 之间的包含关系也
构成⼀个偏序关系! 



⼀. 偏序关系
7. 偏序集元素的可⽐性: (2) 链 

我们有时候想把它划分为若⼲份不相交的链的集合

23

问: 什么时候可以化为 个不相交的链的集合?k

Robert Palmer Dilworth
1914-1953

in any finite partially ordered set, the 
largest antichain has the same size 

as the smallest chain decomposition
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7. 偏序集元素的可⽐性: (2) 链 
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Robert Palmer Dilworth
1914-1953

We can prove it by induction! 
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7. 偏序集元素的可⽐性: (2) 链 
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Robert Palmer Dilworth
1914-1953

We can prove it by induction! 



⼀. 偏序关系

26

和我的交集: 当时看有⼈说Diliworth’s 定理, ⼗分的
害怕...

借题发挥

某知名问题: 导弹拦截

这样写题解是很不利于他⼈明⽩的.  
但是算法竞赛⽣的题解更多情形下是给

⾃⼰看的.  
这样你就能明⽩为什么智⼒选拔⼯具⽆

法替代系统的教育了.  

当时幼⼩的⼼灵受到了很⼤的震撼, 觉得他们好神…
事实上只是打开⽅式不对
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1. 严格偏序关系

2. 全序关系

第⼆条可以⽤1, 3推得, 不过为了⽅
便理解, 先写上来了. 

有时候叫
线序关系

任意两个元素都是可⽐的
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借题发挥

回忆: 关系 vs 函数

都画在了⼀个平⾯直⻆坐标系⾥! 
↓

但函数: 不允许 “⼀对多”
为什么?

函数的普遍性: 加法 → add(a,b)

算⼦
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1. 函数: 定义域/值域/陪域

A

B是Codf

ranf
fdomf
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1. 函数: 定义域/值域/陪域

A

B是Codf

ranf
fdomf

为什么是Codomain⽽不是值域? ⾼中理论上应该学过了… 
节选⾃《⾼中数学⼊⻔(⼀)》 
https://shzaiz.github.io/lecture/SHMathA/3LN.html 

https://shzaiz.github.io/lecture/SHMathA/3LN.html
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1. 函数: 定义域/值域/陪域

A

B是Codf

ranf
fdomf

便于证明的语⾔: 
∀a ∈ A . , ∀a ∈ A . ∃b ∈ B . (a, b) ∈ f, ∃!b ∈ B . , ∀b, b′ ∈ B . (a, b) ∈ f ∧ (a, b′ ) ∈ f ⟹ b = b′ .
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2. ⼀些有趣的例⼦
① 恒等函数 id (stands for identity)

• 恒等的意思是作⽤以后还是⾃⼰

• 如加法中的+0, 任意a, a+0=a;

• 如乘法中的*1, 任意a, a*1=a;

∀x ∈ X . IX(x) = x .

Def1. 恒等映射 : Ix



⼆. 函数关系

33

2. ⼀些有趣的例⼦

借题发挥

有没有处处连续, 处处不可导的函数? (Weierstrass)
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2. ⼀些有趣的例⼦
② 集合上的所有的函数关系

相当于做
出了排列
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2. ⼀些有趣的例⼦
③ 不存在包含所有函数的函数

怎么有和Russell悖论⼀样的东⻄啊…
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3. 集合视⻆下的函数关系
(1) 外延性原理 — 两个函数的相等

(2) 交与并
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3. 集合视⻆下的函数关系
举个例⼦: 如果我们有




g : Pset(ℝ) → ℤ

定义g(A) = {min(A ∩ ℕ), ifA ∪ ℕ ≠ ∅ .
−1, ifA ∪ ℕ = ∅ .

那么 . f ∩ g = ∅ (良序原理)
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射

×

不是单射! 
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射

×

不是单射! 

⽤于证明: 

⽤于证明不是: 

∀a1, a2 ∈ A . f(a1) = f(a2) → a1 = a2
∃a1, a2 ∈ A . a1 ≠ a2 ∧ f(a1) = f(a2)
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射

×

不是满射! 
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射

×

不是满射! 

证明是满射: 

证明不是满射: 

∀b ∈ B . (∃a ∈ A . f(a) = b)
∃b ∈ B . (∀a ∈ A . f(a) ≠ b)
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(1) 单射, 满射, 双射
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(2) Cantor’s 定理: ⼀个集合和它的 之间不存在满射Pset

⼀个⽿熟能详的证明是使⽤对⻆线法则

但是只能处理可数个元素的时候
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4. 特殊函数关系(-jectivity)
(2) Cantor’s 定理: ⼀个集合和它的 之间不存在满射Pset
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5. 作为关系的函数

这部分和关系那点的内容重合太多了

请⾃⾏查阅讲义或补充资料.
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QQ: 2095728218

Email: micoael@qq.com


(学校) gwzhang@cug.edu.cn
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